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FUNCOES MATEMATICAS APLICADAS A ECONOMIA

Constantemente encontramos em nosso cotidiano situacdes envolvendo relacdes entre duas
grandezas variaveis. Vejamos alguns exemplos:

(a) O total mensal da conta de Agua pago a Sanepar é uma relagdo entre a
guantidade consumida e o valor da conta.

(b)  Areceita obtida no final do més na venda de um determinado produto pelo
comerciante é uma relacdo entre a quantidade vendida e o prec¢o de venda do
produto.

(c) O salario de um trabalhador que ganha por horas trabalhadas, é uma relacao
entre as horas que ele trabalhou e o valor pago por hora

(d) O consumo de combustivel de um carro, é uma relagdo com a quantidade de
quildmetros rodados pelo carro.

FUNGAO CUSTO
Para compor uma funcdo custo geralmente temos uma série de fatores, como, por exemplo,
o custo fixo (aluguel, seguro, impostos, etc) e o custo varidvel em funcdo da quantidade
produzida de determinada mercadoria.
Podemos expressa-la por:

Custo Total = Custo Fixo + Custo Variavel

FUNCAO RECEITA
A funcdo receita é composta com a quantidade arrecadada com a venda de x unidades de
um determinando produto, isto é: a quantidade multiplicada pelo valor unitario.

Receita = Quantidade x preco

FUNGCAO LUCRO
Um produtor ou vendedor obtém seu lucro (ou a fungdo lucro), retirando o custo do valor
arrecadado com a receito::

Lucro = Receita - Custo
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FUNGAO DEMANDA

Considere as circunstancias relativas a um fabricante, nas quais as Unicas varidveis sdo pre¢o
p e aquantidade de mercadorias demandadas x, portanto a funcdo demanda é uma
relacdo entre a quantidade demandada x e o preco p.

Em geral quando o preco é baixo, os consumidores procuram mais a mercadoria e vice-
versa.

FUNCAO OFERTA

Assim como a demanda, a oferta também pode ser expressa por uma fungao, relacionando-
se preco e quantidade oferecida de uma mercadoria. A fungdo oferta é crescente, pois
guando o prego sobe, existem mais produtores interessados em colocar no mercado
guantidades cada vez maiores de seu produto, quando o preco cai, essa oferta diminui.

PONTO DE EQUILIBRIO

Também chamado de Ponto de Nivelamento ou break-even.

E utilizado na administragdo e na Economia, para analisar as implicaces de varias decises
de fixacdo de pregos e produgao.

Matematicamente é quando:

Oferta = Demanda ou Custo = Receita

FUNCAO UTILIDADE
A funcdo utilidade pretende medir a satisfacdo de um consumidor em funcdo da
guantidade consumida de certo bem ou servico.

CURVA DO ORCAMENTO

Quando se conhecem o orcamento (verba disponivel) de um consumidor e os precos dos
produtos que pretende comprar, pode-se estabelecer uma relacdo entre as quantidades
desses produtos que podem ser adquiridos por ele com essa verba

FUNGCAO PRODUCAO

A fungao produgado Total ou fun¢éo produgdo da a quantidade produzida na unidade de
tempo como fungao de um conjunto de fatores, chamados insumos de produgao, tais
como capital, trabalho, matéria-prima.
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EXERCICIOS DE REVISAO

1. Uma fabrica de mdveis vende mesas por R$70,00 cada. O custo total de produgdo
consiste de um sobretaxa de R$8.000,00 somada ao custo de produgdo de R$30,00
por mesa.

a) Construa as fungdes receita e custo e lucro total.

b) Quantas unidades o fabricante precisa vender para atingir o ponto de nivelamento?
c) Se forem vendidas 250 mesas, qual sera o lucro ou prejuizo do fabricante?

d) Quantas unidades o fabricante precisa vender para obter um lucro de R$6.000,00
e) Construa, no mesmo par de eixos, os graficos das funcoes receita e custo.

2. Um artes3o tém um gasto fixo de R$600,00 e, em material, gasta R$25,00 por unidade
produzida. Se cada unidade for vendida por R$175,00:
a) Construa as fungdes receita e custo e lucro total.
b) Quantas unidades o artesdo precisa vender para atingir o ponto de nivelamento?
c) Quantas unidades o artesdo precisa vender para obter um lucro de R$450,00

3. Um grupo de amigos, que moraram nos EUA, deseja montar um curso de inglés.
Eles observaram que, teriam um gasto fixo mensal de R$1.680,00 e, gastariam ainda
RS 24,00, em materiais e pagamento de professores, por aluno. Cada aluno devera
pagar R$40,00.
a) Quantos alunos o curso necessita ter para que nao haja prejuizo?
b) Qual sera o lucro ou prejuizo do curso, se obtiverem 70 alunos?

4. Em um posto de combustivel, o preco da gasolina é de $1,50 por litro.
a) Determine uma expressdo que relacione o valor pago (V) em func¢do da quantidade de
litros (x) abastecidos por um consumidor.
b) Supondo que o tanque de combustivel de um carro comporte 50 litros, calcule o valor
total pago pelo consumidor utilizando a expressao encontrada no item anterior.

5. Obtenha a equacdo da reta que passa pelos pontos A e B dados em cada item:
a) A(1,15) e B(4,30)
b) A(2, 18) e B(6,6)
c) A(-2,10) e B(6,30)

6. Um produto, quando comercializado, apresenta as fungdes custo e receita dadas,
respectivamente, por C(x) =3x+90 e R(x) = 5x, onde x é a quantidade comercializada que
se supOe ser a mesma para custo e receita.

a) Em um mesmo sistema de eixos, esboce os gréficos de custo e receita. Determine
também e indique no grafico o break-even poit.
b) Obtenha a fungdo Lucro, L(x) e determine as quantidades necessarias para que o lucro
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seja negativo (prejuizo), nulo e positivo.

7. Um fabricante vende a unidade de certo produto por R$110,00. O custo total consiste
em uma taxa fixa de R$7.500,00 somada ao custo de produgdo de RS$60,00 por unidade.

a) Construa as fungdes receita e custo e lucro total.

b) Quantas unidades o fabricante precisa vender para atingir o ponto de nivelamento?
c) Se forem vendidas 100 unidades, qual sera o lucro ou prejuizo do fabricante?

d) Quantas unidades o fabricante precisa vender para obter um lucro de R$1.250,00
e) Construa, no mesmo par de eixos, os graficos das funcdes receita e custo.

8. Determine o ponto de nivelamento (ou ponto critico) e esboce os graficos da fungdo receita
e custo em cada caso:

a) R(x) =4x e C(x) =50+ 2x
b) R(x) = 200x e C(x) = 10000 + 150x
c) R(x) = (1/2)x e C(x) =20 + (1/4)x

1. Podemos dizer que “o prego de equilibrio de um produto corresponde ao valor em que a
procura por parte dos consumidores se iguala ao que é oferecido por parte dos
fornecedores, ou seja, quando a demanda é igual a oferta”.

Considerando as fungdes demanda e oferta respectivamente: y=-x+4 ey = 2x+1

a) Calcule algebricamente o ponto de equilibrio entre oferta e demanda.

b) Represente em um mesmo sistema de eixos, os graficos da oferta e da demanda e indique
no grafico o break-even poit.

2. Suponha que o custo fixo de producdo de um artigo seja RS 450,00. O custo variavel igual a
60 por cento do preco de venda, que é de RS 15,00 por unidade. Qual é a quantidade para se
atingir o ponto de equilibrio?

y

3. Acurvade demanda de um artigoé x =10 —Z. Assuma que y representa o pre¢o e X a

guantidade.

(a) Ache a quantidade demandada se o preco é de RS 25,00

(b) Ache o preco se a quantidade demandada é de 7 unidades

(c) Qual é o preco mais alto que podera ser pago por este artigo?

(d) Que quantidade podera ser demandada se o artigo for oferecido gratuitamente?

4. O custo de um certo produto, no mercado, é dado por C(x) = 6,00+ 3,00x, sendo x o

numero de unidades produzidas. Qual é o custo de 2.000 unidades desse produto?

5. Um fabricante produz uma certa mercadoria por RS 0,90 a unidade, vendendo-a por R$1,50
a unidade. Quantas unidades devem ser vendidas para se ter um lucro de RS 2.400,00?
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6. Ao preco de RS 5,00 por unidade, uma empresa oferecera mensalmente 5.000 lanternas de
pilha; a RS 3,50 por unidade ela oferecera 2.000 unidades. Determine a equac3do da fungdo
de oferta para este produto.

7. O custo mensal de uma fabrica que produz esquis é de RS 4.200, e o custo variavel de RS 55
por par de esquis. O preco de venda é de RS 105.
a) Se x unidades sao vendidas durante um més, expresse o lucro mensal como uma fungao
de x.
b) Se 600 pares forem vendidos em um més, qual sera o lucro.
c) Quantas unidades precisam ser vendidas para ndo haver prejuizo durante um més ?

8. Sabendo-se que a funcdo custo total para fabricar determinada mercadoria é dada por
C(x) = x* + x* +2x+100 , sendo x a quantidade produzida, calcule:

a. O custo total para produzir 5 unidades dessa mercadoria;
b. O custo total para produzir 10 unidades dessa mercadoria

c. Afuncao custo médio e o custo médio para produzir 5 unidades dessa mercadoria.

9. 0O consumo de energia elétrica para uma residéncia no decorrer dos meses é dado por
E(t) =t* —8t + 210, onde o consumo E é dado em Kwh e ao tempo associa-set =0 a

Janeiro, t = 1 a fevereiro, e assim sucessivamente.

a) Determine o(s) més(es) em que o consumo é de 195 Kwh.

b) Qual o consumo mensal médio(considere a média aritmética dos meses do ano) para o
primeiro ano?

10. Calcule os pontos de interse¢do dos graficos das fungdes f(x) =x> e g(x) = 2x.

11. Um fabricante consegue vender a unidade de um produto por $80,00 . O custo total consiste
em uma sobretaxa de $4500,00 somada ao custo da produc¢do de $50,00 por unidade.
a) Quantas unidades o fabricante precisa vender para existir o nivelamento?
b) Qual sera o lucro do fabricante se ele vender 500 unidades?
c) Quantas unidades o fabricante tera que vender para obter um lucro de $9.000,00

12. Calcule o preco de equilibrio e 0 nimero correspondente de unidades em oferta e procura,
sabendo que a funcdo oferta de um certo produto é f(x) = x> +3x—70 e a fungdo procura
(demanda) é f(x) =410-x.

13. A fungdo receita é dada por R(x) = x* + 4x+100 e a fungdo custo por C(X) = x+80, sendo
X a quantidade.

a) Determine a funcdo lucro L(x)

b) Qual o lucro para uma quantidade demandada igual a 10?
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20.
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As fungdes de oferta e demanda de um produto sao respectivamente:
y=2x+80 e y=-4x+200.

a. Determine a quantidade e o preco de equilibrio.
b. Represente graficamente as fun¢bes oferta e demanda e o ponto de equilibrio.
c. Paraque valores de x o pre¢o de oferta excede o prego de demanda?

Sabe-se que o custo mensal fixo de uma industria que produz reldgios de parede é RS 8.500
e que o custo variavel é RS 10 por reldgio fabricado. O preco de venda é de RS 80 por
relégio.

a. Se x reldgios sdo vendidos durante um més, qual é o custo mensal y como func¢do de
X?

b. Qual é o lucro no més de julho se 500 relégios foram vendidos neste més?

Um fabricante consegue vender a unidade de um produto por RS 80. O custo total consiste
em uma sobretaxa de RS 4.500 somada ao custo da produgdo de RS 50 por unidade:

a. Quantas unidades o fabricante precisa vender para existir o nivelamento?
b. Qual sera o lucro ou prejuizo do fabricante, se forem vendidas 200 unidades?
c. Quantas unidades o fabricante necessita vender para obter um lucro de RS 9007?

Sabe-se que a equagao de demanda de um bem é dada por x =200—-4p, sendo o custo

associado C =4p—12. Determinar:

a. Afuncdo receita total, tracando o gréfico correspondente;
b. Opontode break-even”
c. Afuncao lucro

Sabe-se que o custo C para produzir x unidades de um certo produto é dado por
C(x) = x* —80x +3000. Nestas condigdes calcule:

a. A guantidade de unidades produzidas para que o custo seja minimo.
b. O valor minimo do custo.

Uma editora pretende lancar um livro e estima que a quantidade vendida sera 20.000
unidades por ano. Se o custo fixo de fabrica¢do for RS 150.000,00 por ano, e o variavel por
unidade de R$20,00, qual o preco minimo que devera cobrar pelo livro para ndo ter
prejuizo?

Determine o preco de equilibrio de mercado nas seguintes situacdes:
(a) oferta: p=10+x, demanda: p=20-Xx

(b) oferta: p=3x+20, demanda: p=50-x

“ Ponto de Equilibrio.
Matemdtica Aplicadow Pagina 7 Professor Gilmow Bornatto- 7



EBHESIC MATEMATICA APLICADA

BUSINESS&MARKETINGSCHOOL J
Professor Gilmar Bornaito-

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

Uma doceira produz um tipo de bolo de tal forma que sua funcdo de oferta diaria é
p=10+0,2x.

(a) Qual o prego para que a oferta seja de 20 bolos didrios?

(b) Se o preco unitario for R515,00 qual é a oferta diaria?

(c) Se a fungao de demanda diaria por esses bolos for p =30—-18x, qual o prego de

equilibrio?
O consumo nacional total é dado (em bilhdes de délares) pela equagdo ¢ =4,5+0,9y, onde

Y, € arenda disponivel. Se a renda disponivel é 15 (em bilhdes de dodlares).

(a) Qual é o consumo total?
(b) Que proporgdo do consumo total representa o consumo da renda disponivel?

Um fabricante vende a unidade de certo produto por R$110,00. O custo total consiste em
uma taxa fixa de R$7.500,00 somada ao custo de producdo de R$60,00 por unidade.

(a) Quantas unidades o fabricante precisa vender para atingir o ponto de equilibrio?

(b) Se forem vendidas 100 unidades, qual serd o lucro ou o prejuizo do fabricante?

(c) Quantas unidades o fabricante necessita vender para obter um lucro de R$1.250,00?

A funcdo de demanda de um produto é p =10 —x, e a fungdo custo é C =20 + x. Vamos
obter:

a) A funcdo receita

b) A funcdo Lucro

c) O preco que maximiza o lucro.

Um bombeiro hidraulico cobra uma taxa de R$31,00 e mais RS2,60 a cada meia

hora de trabalho. Um outro cobra R$25,00 e mais R$3,20 a cada meia hora. Ache um
critério para decidir que bombeiro chamar, se forem levadas em conta apenas consideragdes
de ordem financeira.

Uma agéncia de aluguel de carros cobra uma diaria de RS 25,00 mais RS 0,30 por
quilémetro rodado.

a) Expresse o custo de alugar um carro dessa agéncia por um dia em funcdo do nimero
de quildometros dirigidos e construa o grafico.

b) Quanto custa alugar um carro para uma viagem de 200 km de um dia?

c) Quantos quilémetros foram percorridos se o custo do aluguel diario foi de RS 45,20
centavos?

Quando o prego de um certo produto for de p reais, um lojista espera oferecer S =

4p + 300 produtos, enquanto a demanda local é de D = -2p + 480.

a) Para que preco de mercado a oferta serd igual a demanda local?

b) Quantos produtos serdo vendidos por este preco?

c) Se o preco for de RS 20,00, havera excesso ou escassez do produto? De quanto?

d) Construa os dois graficos no mesmo par de eixos.
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28. As fungdes oferta e procura de um determinado produto sao dadas, respectivamente,
porS=p’+3p-70eD=410-p.
a) Para que preco de mercado a oferta serd igual a demanda?
b) Quantos produtos serdo vendidos por este preco?
c) Se o preco for de R$25,00 havera excesso ou escassez do produto? De quanto?

“A questdo primordial ndo é o que sabemos, mas como o sabemos”

Aristoteles

DERIVADA DE UMA FUNCAO

O desenvolvimento dos estudos matematicos acompanhou a necessidade do homem de
conhecer melhor o universo fisico que o cerca. Particularmente, o Célculo teve sua aplicacdo
estendida aos fenbmenos fisicos mensuraveis como, por exemplo, eletricidade, ondas de

radio, som, luz, calor e gravitac&o.

A derivada é parte fundamental do Caélculo. A partir de agora faremos um estudo

sobre esse assunto.

O conceito de derivada foi introduzido no século XVII quase simultaneamente pelo
alemdo Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) e Sir Isaac Newton (1642-1727), trabalhando

separadamente.

DERIVADA DE UMA FUNCAO EM UM PONTO

Consideremos uma funcdo f continua e definida num intervalo Ja, b[; sejam X, € X, + Ax dois
pontos desse intervalo. Quando a variavel x passa do valor X, para o valor X, + Ax sofrendo uma
variagdo Ax (incremento de x), o correspondente valor da fun¢ao passa de f(x,) para o valor

f(xo + Ax)  sofrendo, portanto, uma variagdo Ay (incremento da fungdo f),
Ay = f(xo + Ax) — f(X,) conforme mostra a figura seguinte:
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Ay =flxg+Ax) - fixg)

Xy

Dizemos que a derivada da func¢ao f no ponto x, é

f(x AX) — f(x
lim ﬂ: lim (o + AX) (o)

AX—0 Ax AX—Xg AX

se ele existir e for finito.

Nesse caso, dizemos também que f é derivavel no ponto Xo.

NOTACOES DA DERIVADA

A derivada de f serd indicada por uma das quatro formas abaixo:

df
f°’x) ou — ou Q
dx dx

9

ou 'y

EXEMPLOS

1) Calcular a derivada da fungéo f(x) = x2 no ponto X, = 2.
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Solugao

Calculando f(x) e f(x+Ax), temos:

(o) =x? = f(2)=22=4

f(xo+ AX) = 2+ AX)2 =22 1 2. 2. Ax + (AX)2 = 4 + 4A X + (AX)?

Substituindo na definicéo de derivada:

(%o + AX) —F(x0) _ [4+4A x+(A%)2] - (4) _

f'(Xg)= Ilim lim
o) AX—0 AX AX—0 AX

_pm AHAAXH(AXE-4 L AAXH(AYZ | L AX(4+AX) _
AX—0 AX AX—0 AX AX—0 AX

= lim (4+AxX)=4
AX—0
Portanta f1(12) =4

2) Determinar a derivada da funcéo f(x) = 4x* + 1, através da definic&o.

Solugao

Calculando f(xo) e f(x0 + AX), temos:
f(x) =4%0%+ 1
(%o + AX) = 4 (Xo+ AX)2 +1 = 4-[(X0)? + 2X0AX + (AX) 2] +1=

— 4%02 +8XoAX + 4(Ax)2 +1
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Substituindo na definicdo de derivada:

((xg) = lim TOC+A)=10)
X—>

_ im [4X02 + 8XoA X + 4(AX)2 +1]-[4x02 + 1]

AX—0 AX

, A%02 + 8XoA X + 4AX)2 +1- 4x02 — 1]
f'(Xo) = A =

X
2

~ lim 8XoAX + 4(AX) _ lim AX(8Xo+ 4AX) — lim (8o + 4AX) =

AX—0 AX AX—0 AX X—0
=8Xo+4-0=8xo

Portanto, f{x ¢)=8x

EXERCICIOS:
1) Determine a fungéo derivada através da definigéo.
a) f(x) =x2-2x+ 1,
b) f(x) =x2-8x +9
c) f(x) = x® - x;
d) f(x) =x2+ 1, no ponto X, =5
e) f(x) = 3x2, no ponto X, =2
f) f(x) = X2, no ponto x, = 1
g) f(X) = 2x2 - 2, no ponto X, = 3

RESPOSTAS:

1) a)f'x)=2x-2 b2x-8 ¢3x*-1 d10 e12 2 g) 12
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FORMULAS OU REGRAS DE DERIVACAO

Até agora, vimos como calcular a derivada de uma funcdo por meio da definicao.
Entretanto, como esse processo € demasiado longo, estudaremos algumas regras que nos
permitirdo calcular a derivada de uma func¢do mais facilmente.

Faremos a demonstracdo de apenas algumas dessas regras, pela aplicacdo da
definicdo de derivada. As outras regras também podem ser demonstradas pelo mesmo
processo.

Vejamos algumas derivadas fundamentais.

a) Derivada da funcéo constante:

Se y=f(x)=c entédo y’=f(x)=0.

Demonstracao

fim &Y _jim XA =0 k=K 0 imo=o
AX—0 AX AXx—0 AX AX—0 AX Ax—0 AX Ax—0

. A
~y'=1im —y:O

AX—0 AX

Se x é um ponto qualguer de R temos:

Exemplos
1)y=-5= y'=(-5'=0

2)y=3 = y'=(3)’=0

b) Derivada da funcgéo identidade:

Se y=f(x)=x entdo y’=f'(x)=1.

Demonstracéo
Se x é um ponto qualquer de R, temos:
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. A . f(x+Ax)— f(x ] X 4+ AX) — X
lim 2Y — lim (x + AX) ()zllm%:
AX—0 AX Ax—0 AX AXx—0 AX
. AX — . A .
lim 22X X im 22 Zlim1=1
AX—0 AX AX—0 AX AX—0

. A
Soy'=1im o A

Ax—0 AX

c) Derivada do produto de uma constante por uma funcéo

Sey=c-g(x) entédo y’=c-g’(x).

Demonstracéo

Se x é um ponto qualquer de R, temos:

Ay o 9+ A)—cg() _ e lg(x+ A0~ (9] _

lim — =

Ax—0 AX Ax—0 AX Ax—0 AX

—limc- g(X+AX)_g(X) —c¢-lim g(X+AX)_g(X) —c- l(X)
- Ax—0 AX B Ax—0 AX B g

. LI H A3/ _ 1

y=lim Y- ()

Exemplos

1)y=5x = y'=@Gx)’=5(x)’=5-1=5

2)y=-3x = y’ =(-3x)’=-3

Jyy=x = y'=-1

d) Derivada da funcéo poténciay = x"

Se y=x" entdo y’=n.x"" para n inteiro positivo.

Matematica Aplicadav Paginow 14 Professor Gllmow Bornatto- 14



EBHESIC MATEMATICA APLICADA

BUSINESSAMARKETINGSCHOOL P @ G,L Boynatto-
Exemplos
Ny=x> = y=5x"1=5x"

2)y=2x* = y=24x*1=8x

X , D
3)Y——?:>y_—§x =>y=--.3X X
By=tox oy oyt oL
X X
5)3’:%=X_2:>Y'——ZX‘3:_£3
X X
e) Derivada da funcéo y:W
n - , 1
Sey:\/; entao y = —, x =0 .
n.nf(x)

Esta formula s6 pode ser aplicada quando o radicando € a variavel x (funcao identidade).

Exemplos
. , 1
Dy=x=y-or
2)y=+/x= y'=L
2/
) .8 2
3)y:8\/§:>y:44\/F=‘{/F
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f) Derivada da soma de fungées
“A derivada da soma é igual a soma das derivadas”.

Se y=0i(x) + g2(X) +... + gn(X) entdo y’=gi'(x) + d2'(x) +... gn'(x) .

Exemplos
1)y=3x*+5x+4 = y=(3x*+5x+4)

y'=(3x*)+(5x)’+(4)’= 6x+5+0 = 6x+5

2)y= 43 +5x°+3 = y'=12%° + 10x

g) Derivada da diferenca
“A derivada da diferenga € igual a diferenca das derivadas”.

Se y=g(x)-h(x) entdo y’=g(x) - hi(x).

Exemplos
1)y=3x*-5x = y =(3x*-5x)’
y'=(3x%)-(5x)’ = 6x-5

2)y= 4x°-5x*-3 = y’'=12x*-10x
y

h) Derivada do produto

Sejay = u(x).v(x).
Se existem as derivadas u’(x) e v’(x), entdoy’ =u’v +u v’

Matemdtica Aplicada Pagina 16 Professor Gilmow Bornatto- 16
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Exemplos
1)y =(2x—3)-(x +5) 2) y =+/x-(1-3x%)

y'=(2x-3) ‘(xz +5)+ (2x—3)-(x2 +5)'

y'= (VX)-(L=3x2) +Vx - (1-3x?)'= S (1-3x2) + /X - (=6X)
2Jx
'=2-(x?+5)+(2x—3)-2
y=2.( +5)+ (2x-3)-2x e
) ) Y= 2\x
y'=2Xx°+10+4Xx° —6X

y'=6x°—-6x+10

i) Derivada do quociente de duas funcdes

Sejay = u(x) ; seexistirem as derivadas u'(x) e v'(X),
V(X)

x ., u uv'
entao y'=———>——,parav=0.
%

Exemplos

x? X x? ou
-1 ' -2 1
y=—=y=x = y=-ly" =-——
11-x* 1 1 2x
2 = =Z(1-xX)=> y'==(2x)=—-—= ou
) Y= = )= Y=o =
_1-x L @) 7-(1-x) 7 (20-7-01-x°)-0 _(=2x)-7 __2x
7 Y= 7° - 7? 7
Matematica Aplicada
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FORMULARIO DE DERIVAGCAO

Funcéo Derivada

y=f(x)=c Y’ =f(x)=0
y=1f(x) =x Y =f)=1
y=c.g(x) y'=c.g'(x)
y=x" y'=nx""

y =4x

y = u(x)v(x) y=u'vtuv’
y:M . utv—uyv'
v(X) V2
parayv #0

EXERCICIOS - DERIVADA

1) Calcular a derivada das func¢@es, usando o formulario da pagina anterior:

a)y=4x+5

b)y=-x+3

c)y= %X‘i‘\/z

d)y=x*+4x+5

e)y= —%x2+5x+7

f)y=0,2 x* — 4x

g)y = (3%% - 4x) (6x + 1)

h)y=(1-x°) (1+x?)

i)y = (x*—4) (x + 2x%)

Dy=20¢-a¢+2x-1) k) y=4x ) y=2x
m) y =¥x n) y=%x o)y:—%
p)Y=£3 q)y=i2 r)y:ﬂ
X 2+ X+X x—1
Matemdtica Aplicada Pagina 18 Professor Gilmow Bornatto 18
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10x X
s) y=—-— ) y=—n
)Y X+2 )y 1-x
Gabarito
a)y =4 b)y =-1 , _ 1 dy=2x+4
)y )y o)y = L )Y
2
e)y =-x+5 f)ly =0,4x—4 g)y'=54x>-42x4 h)y = - 4x>
)y'=12x-32x°+ 3x*- 4 | j) y=6x*-16x+4 .1 .1
k)y h 41,3 l)y B 9/y8
44/x® 0%/x
m)y = - ny = - 0y =~
R/x2 68/x° x? Py = —g
X
. —-15-30x . 4 , 20 . 1
DY = — ny =- s)y = Dy =—
(24 x+x2) (x-1)° (x+2f (L-xy
2) Determine a derivada das fungdes:
Respostas
1) y=4x*-2x 8x—2
2) y=5x"-3x>+2x*+3x+5 20x° —9x* +4x+3
3) y=7x"-2x>+8x 28x° —6x* +8
_7X2 \/é —14X
4) y= i
5 7 5
2x*>  5x° 4x
)y 3 > 3
7 =21
6) y:F x*
4 -20
) = x°
8) yzi/? 2
R/x
9) y=x>+/x oyp L
2Jx
10) y =¥/x% —4/x® +x* 2 3 e
5R/x* 44x
Matemdatica Aplicada Pagina 19 Professor Gilmow Bornatto 19
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11) y=12v/x° +64/x -5 18Jx 4>
Jx
-3
12) y=
V=35 (3x-5)*
2X 2
13) y =% <
Y= (x+1)°
3X+5 -31
14) y = _—81
T (2x-7)
2
15) y = 22x+3 - 2X —6x+§5
X" —=5X+5 (x2 —5x+5)
2 2
16) y:w 2)(—42
X" —X+2 (x2 = x+2)
17) y = (2x+3)(1—x+x?) 6x* +2x -1
18) y = (L+4x° )(1+2x?) 40x* +12%° +4x
19) y =5x"* —e* 20x° —e*
x® +16 x® -32
20) y= 2 3
X X
21) y=(3x+7)(x % +8) —3x 7% -14x7° + 24

3) Encontre as derivadas das fung¢des a seguir:

x> 5
f(X)=——-=x*+4x+2
(@ 1) 3 2

(b) f(x)=x>-3x

(c) f(X)=5+x-x°

(d) f(x)=x>+x>-x-1

(e) f(x)=2x"—-4x>

(f) f(x)=-3x"-6x°

(8) f(x) = (x+x7)*

(h) f(x) =3v/x +53x +10

(i) f(x):%+4x

U)H@=G%5

(k) f(x)=x2(x-2)

U)Hm=xfﬂ

1 1
(m) f(x) = X3 + x4

(n) f(x)=%+g+2x

(0) F(x)=(2+x*)(2-x?)

=(2x* =3x+5)(2x-1 = 3 11

(p) y=( +5)2x-1) | (a) y=3/x+5¥x+10 )y =x° + x4

2 5 Xx—-1 A X?-4x
5 y="5+> 0 y="—
Gabarito
(a) x* —5x+4 (b) 3x* -3 (c) 1-3%?
(d) 3x* +2x-1 (e) 8x*—8x (f) —12x® -12x
@ 2x— 2 3.2.5,% (i) -2 +4

NG (h) =x 2 +—=X be
Matemdtica Aplicadow Pagina 20 Professor Gillmaw Bornatto 20
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0~y o 2
x—1) (k) 4x®—12x* +8x (x? +1)
(m) _X% +1x% (n) _x_lz+%+2 (o) -
4
(p) (4x—3)(2x-1)+(2x* -3x+5)2 (q)%xg +g_xf§ ) %.x_i +ij
(s) —6x* —10x7° (t) —1/(x-2) (u) (2x—4)eX
(v) (2x+3)eX ¥ (x) —2xe™
4) Calcule a derivada solicitada em relagdo a varidvel x.
(@) f(x)=+2 (f) F(X)=-2x>+x*+4x-2 (K) f(X):;_ZZ
= — — _ 2
(b) f(x) =—2x (8) F(x)=—x)L+x) ) £ = X
x—1
CRICE () F0) =2 (m) y =2x7 +4x" ~5x+8
(&) £ =3x 0 F09=" 0 y=—3"
X X +1
Gabarito
(a)0 (b) -2 (c) % (d)3
(e) 9x? (f) —6x% +2x+4 (g) -2x (h) ?-(4—x)2)
x? +4f
(i) v, (i) - v, (k) 4/x%° (1) x*-2x
Y % =
(m) 6x* +8x-5 (n) 6 8.9 (0) 1y
x* x o xt (X2+1)2

Derivadas de uma Fung¢ao de Ordem Superior
Exercicios de sala

Obter a derivada terceira das fungdes:

Respostas
a) f(x)=x*+2x*+1 a) 6
b) f(x)=5x"-3x+2 b) 0
1 c) O
f =
o ) 2x7
d) f(x)=2x7° d) —120x°°

Matemdtica Aplicadow Pagina 21 Professor Gillmaw Bornatto 21




EBHESIC MATEMATICA APLICADA

BUSINESS&MARKETINGSCHOOL J
Professor Gilmar Bornaito-

TAXA DE VARIACAO DE UMA FUNCAO f(x)

A derivada pode entre outras coisas significar a taxa de crescimento populacional, o custo marginal
do produtor, a velocidade de um objeto, a taxa de inflagao, etc.

Vejamos o exemplo da velocidade:

D(t) D(t+ At)
| | | |

| | DU+AQ—DG)

At

Variagdo da Distancia  D(t + At) — D(t)
Variacao do tempo At

Velocidade Média =

Velocidade Instantanea é a melhor aproximacgao da velocidade média.

Velocidade Instantanea =|li
At—0

m A0 -DO _ .
At

§ . x dy .
Dai podemos generalizar: TAXA DE VARIACAO = i =f (x)
X

PORCENTAGEM DE VARIAGCAO

Taxa de Variacdo ou :100xf (x)

% =|100 x
Valor de Grandeza f(X)

3
Calcula-se que, daqui a x meses, a populagdo de determinada cidade serd de P(x) = 2x+4x? +5000
habitantes.
(@) Qual sera a taxa de variagdo da populacéo, em relacdo ao tempo, daqui a 9 meses?
(b) Qual sera a porcentagem de variacdo da populacdo, em relagcdo ao tempo, daqui a 9 meses?
Solugéo:
(a) Taxa de variacao = derivada primeira da funcéo

1
P'(x) = 2+g.4x2 = 2+§.4.\/§ — P'(9) = 2+g.4.\/§ =2+18 =20 hab/més

PO

(b) Porcentagem de variagéo da populagdo Z = 100 x P ()
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3
Calculando P(9) = 2.(9)+ 4.92 +5000 = 5126

6.5 =100x 20

P(9) 5126

Z =100x

= 0,39% por més.

Aumento Salarial
Suponha que seu salario inicial seja R$ 2.400,00 e que, anualmente , haverd um aumento de
R$200,00 .

(@) Exprima a porcentagem de variacdo de seu salario em funcao do tempo

(b) Apds um ano, qual sera a porcentagem de variagao de seu salario?

(c) O que acontecera com a porcentagem de variacdo de seu salario com o correr do tempo?

Solucgéo:
(@) A funcdo salario serd S(x) = 2.400 + 200.x (x anos), portanto é s6 encontrar a derivada
primeira de S(x)= S (x)’= 200 = A porcentagem Z é igual a 100 x Z((X)) , portanto:
X

L 200 200 _ 100
2400+200X  2400+20X 12+X
100

(b) Apds um ano é s6 fazer x =1 na férmula acima: Z(1) = Dl 7,69%
+

Z =100

(c) Como o denominador da fracdo vai sempre aumentar o valor da porcentagem ira sempre
diminuir, isto é, tendera a zero.

Exemplo de Aplicagao:
Calcula-se que, daqui a x meses, a populagdo de uma certa comunidade sera de
P(x) = x* + 20x + 8000 hab. Pede-se:

(a) A taxa de variacdo da populacdo daqui a 15 meses?
(b) A variacdo real no 16.2 més.

Solugdo:

(a) Taxa de variagdo = derivada de P(x) no ponto x = 15

P'(X) = 2x+ 20 — P'(15) = 2,(15)+ 20 = 50 habitantes/més

(b) Variagdo real = Final do 16.2 més menos final do 15.2

P(16) = (16)* +20.(16)+8000 = 8576 P(15) = (15)° +20.(15)-+8000 = 8525
Variagéo real = 8576 — 8525 = 51 habitantes/ més.
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INTERPRETACAO GEOMETRICA DA DERIVADA NUM PONTO:

Seja uma funcdo f(x) continua a derivdvel em um dominio D e seja uma representacdo de
seu grafico na figura a seguir:

- y = fi(x)
5
,,i;/'t
67) T P
P Ax
]
et o .

Consideremos uma func3o f e os pontos P(xo, f(xo)) € Q(xo+h,, f(xo + +A). A reta que passa s pontos P
e Q é secante ao grafico de f(x) e a medida que A, se aproxima de zero, a reta vai mudando seu
coeficiente angular, até que a reta se torna uma reta tangente ao grafico no ponto P;

A . ~ o
Chamamos a variagdo A_y (razdo incremental) de TAXA DE VARIACAO DA FUNCAO
X

E, quando calculamos o limite desse quociente, temos a fun¢ao derivada de f(x), isto é:

DERIVADA DA FUNCAO f{(x) é definida por:

! ! . A
Y =1 00 =limuco| 3% |

PROBLEMAS DE TAXA

1. Estima-se que daqui a x meses a populacdo de uma certa comunidade sera de P(x) = x> + 20x
+ 8000.
a. Daquia 15 meses, qual sera a taxa de variacdo da populacdo desta comunidade?
b. Qual serd a variacdo real sofrida durante o 162 més?

2. Avalia-se que, daqui a t anos, a circulagio de um jornal local serd de
C(t) =100t* + 400t + 5000 exemplares.
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a. Deduza a expressao da taxa de variagao da circulagao do jornal daqui a t anos.
b. Qual sera a taxa de variagao da circulagdo daqui a 5 anos?
c. Qual serd a variagdo real da circulagdo durante 0 6.2 ano?

3. O produto nacional bruto de um certo pais era de N(x) = t? + 5t + 100 bilhdes de dolares t
anos apo6s 2000.
a. Qual era a taxa de variacdo do produto nacional bruto, em 2005?
b. Qual serd a taxa de variacdo do produto nacional bruto, em 2010?

4. Estima-se que, daqui a t anos, a populacdo de uma certa comunidade suburbana sera de:
6
P(t) = 20 ——— milhares de habitantes.
t+1

(a) Deduza a expressdo da taxa de variacdo da populacdo, em relagdo ao tempo, daquia t
anos.

(b) Qual serd a taxa de crescimento da populacdo daquia 1 ano?

(c) Qual sera o crescimento real da populacdo durante o0 2.2 ano?

5. O imposto anual pago pelo aluguel de determinado software x anos apds 2000 era de
I (X) = 20x? + 40x +600. Qual serd a taxa de crescimento do imposto, em relagdo ao
tempo, em 20067?

6. O produto nacional bruto (PNB) de determinado pais, t anos apés 2000, foi de
P(t) =t® + 5t + 200 bilhdes de ddlares. Utilizando calculo , faga uma estimativa da variagio
percentual do PNB durante o primeiro trimestre de 2004.

7. Calcula-se que, daqui a x meses, a popula¢do de uma certa comunidade sera de
P(x) = x* + 20x +8.000 habitantes.

(a) Qual sera a taxa de variacao da populacdo desta comunidade daqui a 15 meses.
(b) Qual serd a variagao real da populagdo durante 0 16.2 més?

ANALISE MARGINAL

Em Economia a variacdo de uma quantidade em relagdo a outra pode ser descoberta por
gualquer dos dois conceitos: o de Média ou o de Marginal. O conceito de média, expressa a
variacdo de uma quantidade sobre um conjunto especifico de valores de uma segunda quantidade,
enguanto que o conceito de marginal, € a mudanca instantanea na primeira quantidade que resulta
de uma mudanca em unidades muito pequenas na segunda quantidade.

Suponha que C(qg) seja o custo total de producdo de g unidades de um certo produto. A
fungdo C é chamada de funcdo custo total (como ja vimos anteriormente). Em circunstancias
normais q e C(q) sdo positivas.Note que, como g representa o nimero de unidades de um produto,
g tem que ser inteiro ndo negativo, de modo que tenhamos as condi¢cdes de continuidade para a
funcao C.

O custo médio da producdo de cada unidade do produto é obtido dividindo-se o custo total
pelo nimero de unidades produzidas; isto é, CM(q) = C(q)/q, onde CM é chamada funcdo custo
médio.
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Suponhamos que o nimero de unidades de uma determinada producdo seja g,, e que ela
tenha sido alterada por Aq. Entdo a variagdo no custo total é dada por C(g, +AQq)—C(q,), e a
variacdo média no custo total em relacdo a variacdo no numero de unidades produzidas é dada por:
C(q, +40) ~C(@y) )
Aq
Os economistas usam o termo Custo Marginal para limite do quociente (1) quando Aq

tende a zero, desde que o limite exista. Esse limite é a derivada de C em ¢,; portanto a defini¢do de
custo marginal sera:

Se C(x) é o custo de producdo de x unidades de um certo produto, entdo o Custo Marginal,
quando x = X,, é dada por C'(q,), caso exista. A fungdo C' é chamada Fungdo Custo Marginal e

freqlientemente é uma boa aproximacao do custo de producdo de uma unidade adicional.
Na definicdo acima, C'(x)pode ser interpretada como a taxa de variagdo do custo total

quando X, unidades sdo produzidas.

FORMULA DE APROXIMACAO:
A derivada da fun¢do é uma boa aproximacdo provocada por um aumento unitario na variavel.

ANALISE MARGINAL
Em Economia, a taxa de variacdo instantdnea é uma aproximacdo para o aumento unitdrio da
varidvel. Este aumento é denominado MARGINAL.

Cue =C (¥), Ry =R (), Lys =L(X)

Aplicagdes
Suponha que o custo total p/ se fabricar x unidades de um certo produto seja C(x) =3x* +5x+10.
(a) Encontre o custo marginal

(b) Determine usando andlise marginal, o custo de produgdo para a 51.2 unidade.
(c) Determine o custo real de producdo da 51.2 unidade.

Solugdo:
(a) O custo marginal é a derivada primeira do custo: C (x) =6x+5
(b) O custo de produgdo da 51.2 unidade é igual C (50), portanto: C'(50) = 6.(50)+5 = 305
(c) O custo real de produgdo da 51.2 unidade é igual C(51) — C(50)
Temos entdo: C(51) = 3.(51)* +5.50)+10 = 8068
C(50) = 3.(50)+5.(50)+10 = 7760
C(51) - C(50) = 8068 — 7760 = 8068 — 7760 = 308

Exemplo:

Suponha que o custo total ao se fabricar x unidades de brinquedos seja de
C(x) =3x* +5x+10.

a) Deduza a férmula do custo marginal.

Resp.: C'(X) =6X +5
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b) Qual é o custo marginal de 50 unidades produzidas?
Resp.: C'(50) = 305

c) Qual é o custo real de produgao do 512 brinquedo?
Resp.: =C(51)-C(50)=7803+255+10-7760=308

Note que as respostas dos itens b e ¢ diferem por RS 3,00, isto é, o custo marginal é préximo
do custo real de produgdao de uma unidade adicional. Esta discrepancia ocorre porque o custo
marginal é a taxa de variacdo instantanea de C(x) em relacdo a uma unidade de variacdo em q.
Logo, C’(50) é o custo aproximado da producdo do 512 brinquedo.

Observe que o calculo de C’(50), no exemplo, é mais simples do que o de C(51) — C(50). Os
economistas freqlientemente aproximam o custo da producdo de uma quantidade adicional usando
a funcdo custo marginal. Mais claramente, C’(n) é o custo aproximado da (n+1) ésima unidade que
as n primeiras unidades tiverem sido produzidas.

As respostas dos itens b e ¢ do exemplo anterior sdo muito préximas por causa da
proximidade dos pontos (50; C(50)) e (51; C(51)) , e porque esses pontos pertencem a uma por¢ao
praticamente linear da curva de custo. Para tais pontos, o coeficiente angular da secante é uma boa
aproximacdo do coeficiente angular da tangente. Como usualmente se obtém esta aproximacdo e
sendo mais facil, de maneira geral, calcula-se o custo marginal como aproximacado do custo real de
producdo de uma unidade adicional, como ja dissemos acima.

De maneira geral, em Economia, Andlise Marginal se refere ao uso de derivadas de fun¢des
para estimar a variacao ocorrida no valor da varidvel dependente, quando ha um acréscimo de 1
unidade no valor da variavel independente.

Exemplo:
Suponha que C(x) seja o custo total de producdo de q unidades de canetas, e
C(X) = 2x* + x +8. Ache as fungdes:
a) Custo Médio Resp.: C(X) _,, 4.8
X X

b) Custo Marginal Resp.: C'(x) =4x+ 1

EXERCICIOS ANALISE MARGINAL

1. Quando x unidades de um certo produto sdo fabricadas, o custo total de fabricacdo é
C(q) = 3x* + 5x + 75 reais. Quando serd menor o custo médio de produgdo por unidade?
(custo médio por unidade = custo total dividido pelo n 2 de unidades.).

2. Determine os extremos maximo e minimo das seguintes func¢des no intervalo especificado:
a. f(x)=x*-2x-3, 0<x<3
b. f(x)=-x>+3x , -3< x <2
c. f(x)=23+18x*+48x+5,-2<x<0

3. Um estudo da eficiéncia do turno da manha de uma fabrica indica que um operdrio médio,

chegando ao trabalho as 8 horas, tera montado Q(t) = -t3 + 9t? + 12t unidades t horas depois.
A que horas da manha o operario trabalha mais eficiente?(a taxa de producdo é a derivada

Matematica Aplicada Pagina 27 Professov Gillmow Bovrnatto- 27



EBHESIC MATEMATICA APLICADA

BUSINESS&MARKETINGSCHOOL J
Professor Gilmar Bornaito-

da montagem, ou seja, R(t) = Q'(t) que é a fungdo que tem que ser derivada para analise no
intervalo 0<t<4).

4. Calcula-se que a produgdo semanal de certa fabrica seja de P(x) = —x® +60x* +1200x
unidades, onde x representa o niumero de operarios da fabrica. Atualmente, ha 30 operarios
trabalhando. Usando cdlculo, avalie a variagdo que ocorrerd na produgao semanal da fabrica
casa se acrescente um operario a forca de trabalho existente.

5. Estima-se que a producdo semanal de uma fabrica seja de Q(x) = -x> + 60x> + 1200x
unidades,onde x é o numero de empregados desta fabrica. Atualmente, 30 operdrios
trabalham na fabrica. Use a andlise marginal para estimar a variacdo semanal da producdo

resultante do emprego de mais um operario.
3

1000
d. Calcule o custo de produzir uma unidade a mais, ao nivel de produc¢do x = 200. (ou
seja, o custo da 2012 unidade)
e. Calcule o custo marginal ao nivel de producgdo x = 200.

6. Considere afuncdo custo C(x) = —3X.

7. Suponha que o custo total para se fabricar x unidades de um certo produto seja
C(x) =3x* +5x+10.
a) Deduza a férmula do custo marginal.
b) Calcule o custo de producgdo da 51.2 unidade, empregando a aproximacao fornecida pelo
custo marginal.
c) Calcule o custo real de producdo da 51.2 unidade.

8. Suponha que o custo total para se fabricar x unidade de um certo produto seja
C(x) =3x* +5x+10.
a. Deduza a féormula do custo marginal.
b. Calcule o custo de producdo da 51.2 unidade, empregando a aproximacao fornecida pelo
custo marginal
c. Calcule o custo real de producdo da 51.2 unidade.

9. Dadaafungdodemanda: X = 50—2p—§ p?, calcule parap=4:

a. A Receita Total
b. A Receita Marginal

10. Sendo x =400—-0,4p a funcdo de demanda de um bem, onde x é a quantidade demandada
e p é o preco, determinar:
A funcdo receita total
A funcdo Receita Marginal
A receita marginal para 100 unidades
11. O Custo total de fabricacdo de um certo produto é de C(X) = 0,1x> —0,5x* +500x + 200
reais, onde x € a numero de unidades produzidas.
a. Use analise marginal para estimar o custo de fabricacdo da 4.2 unidade.
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b. Calcule o custo real de fabricagdo da 4.2 unidade .

PROBLEMAS DE OTIMIZACAO(MAXIMO OU MINIMO)

maximo
absoluto

maximo local

mininmo
local

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
|
, absoluto |
b

T

e

===
=8

Para encontrar o ponto extremo da fun¢do (mdaximo ou minimo absoluto), que é o ponto que
anula a derivada primeira de uma fungao, devemos:

a) derivar a funcao;

b) igualar a derivada primeira a zero; resolver a equacdo e encontrar o(s) valor(es) de x que
maximizam ou minimizam a fungdo

c) fazer o teste da derivada de 2.2 ordem para os valores encontrados para x:

Se £(x0) > 0 —x0 ¢ abscissa de um minimo local.

f2(x0) < 0 —x0 ¢ abscissa de um maximo local

Aplicacoes

1. Dada a fungdo receita R(X) = —2x* +10x, obtenha o valor de x que maximiza a receita.

2. Dada afungdo de demanda p =40-—2X, obtenha o preco que deve ser cobrado para
maximizar a receita.

3. Com relagdo ao exercicios anterior, qual o preco que deve ser cobrado para maximizar o

lucro, se a fungdo custo for C(x) = 40+ 2x?
3
X
4. A fungdo custo mensal de fabricagdo de um produto é C(X) = 3 2x? +10x+10, e 0

preco de venda é p =13. Qual a quantidade que deve ser produzida e vendida
mensalmente para dar maximo lucro?
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3
X
A fungdo custo mensal de fabricagdo de um produto é C(X) = — —2x* +10x +1 e a func¢do

de demanda mensal do mesmo produto é p =10-—X. Qual é o prego que deve ser cobrado
para maximizar o lucro?

Um determinado produto apresenta como fungdo custo a curva C(x) =50 + 40x + 5x°,
pede-se:

A equacgdo do custo marginal.

O custo marginal, quando a quantidade produzida é igual a 3?

A equacdo do custo Médio (Custo total dividido pela quantidade x)

O Custo médio, quando a quantidade produzida for igual a 4.

Qual é a quantidade a produzir, a fim de que o custo médio seja minimo?

® oo oo

Seja a fungdo Custo Total = C(X) = x* + 2x+100, pede-se:

A Equacdo do Custo Marginal

A Equacdo do Custo Médio

A Quantidade para que o Custo Médio seja minimo

O Custo Médio Minimo

O custo marginal para a quantidade de custo médio minimo.

© oo o

A equagdo de demanda de um monopolista é p =400 —2x, sendo a fungdo custo

C(x) =120+ 60x — x*, determine a quantidade que maximiza o lucro e determine o lucro
maximo.

Em uma fabrica de pneus, o pre¢o de um certo tipo de pneu é dado por

p=-0,4x+400 (0<x<1000)

a. Obtenha a funcdo receita total

b. Obtenha a quantidade que maximiza a receita.
c. Determine a receita maxima para a quantidade acima.

Um monopolista tem um custo médio mensal de C,,- (X) = x> —10x+60, em que x é a
quantidade produzida. A fungdo de demanda desse produto é p =50—3X. Que prego deve
ser cobrado para maximizar o lucro mensal?

Por varias semanas, o Servico de Transito vem pesquisando a velocidade do trafego numa
auto-estrada. Verificou-se que num dia normal de semana, a tarde, entre 1 e 6 horas, a
velocidade do trafego é de aproximadamente V(t) =2t> - 21t* + 60t + 40 Km/h transcorridas
apos o meio-dia. A que horas, dentro do intervalo de tempo mencionado, o trafego se move
mais rapidamente e a que horas se move mais lentamente?

O preco de custo da pizza de atum é de R$5,00 cada. Um a pizzaria calcula que, se vender
cada pizza por x reais , os consumidores comprardo 20 — x pizza por dia. Qual é o preco de
venda da pizza que maximiza o lucro da pizzaria?
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13. A receita total na venda de x unidades de um bem é dada por: R(x) = ZOOX—% x*. Ache:

a) A equacéo da demanda
b) A quantidade que maximiza a receita
c) A receita maxima

d) O preco para a quantidade que maximiza a receita.

1 .
14. A equagao de demanda de um certo produto e dada por: p = G_EX , determine:

a) A funcéo receita total,

b) A quantidade (nivel de producédo) que resulta na receita maxima.
c) O preco cobrado quando para a receita maxima.

15. Suponha que a equagao de demanda de um monopolista seja dada por p=100-0,01x e

que o custo seja constituido de uma taxa fixa de R$ 10.000,00 , mais R$ 50,00 por unidade
produzida. Encontre a quantidade que maximiza o lucro para este nivel de producéo.

ELASTICIDADE DE DEMADA

Em geral, a demanda de um produto estd associada a seu pre¢o, na maioria dos casos, a demanda

diminui a medida que seu pre¢o aumenta.

A variacdo percentual verificada na demanda, provocada por um aumento de 1% no prego constitui

uma boa medida da sensibilidade da demanda em relagao ao preco.

Representando o prego por p, a quantidade por x e uma pequena variagdo do prego por Ap,

obtemos a formula de aproximacao para variacao percentuais:

Em particular, se a variagao for de 1%, isto é: Ap=0,01p, substituindo na féormula temos a

Elasticidade de Demanda:

f(p)

8=:I.OO><M:100>< f (p)x0,01p _ pxf (p)

f(p)

f(p)

Dai Elasticidade de Demanda |&

_pxf(p)
f(p)

NiVEIS DA ELASTICIDADE

Em geral ¢ é negativa, pois diminui a medida que o pre¢o aumenta, observe a anadlise a

seguir:
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Se |g| >1= A demanda é Elastica em relagdao ao preco

Se |¢| <1= A demanda ¢ Inelastica em relag&o ao preco

Se |g| =1= A demanda tem elasticidade unitdria em relagdo ao prego.

R(p)

T

APLICACAO ELASTICIDADE

Suponha que a demanda x e o prego p de um determinado produto encontrem-se relacionados pela
equacdo: p=60—2x (0< p<30)

(a) Exprima a elasticidade da demanda em funcéo de p.

(b) Calcule a elasticidade da demanda quando p = 10. Interprete sua resposta.

Solucéo:

f'(p)

f(p)

Como p = 60 -2x, devemos colocar x em funcdo de p para obter f(p) e f'(p)

(a) Temos a funcéo Elasticidade = & = p x

60— p 60— p : 1
2X =60— X=—"=f = e f =—=
p— = TP =— (P)==3
1
'(p) 2) __p
TP ) TP e0-p T e0-p
2
(b) Para p = 10 temos: £(10) =— 10 :—E:—O,Z%
60-10 50

Interpretagdo: Um aumento de prego equivalente a 1% gera uma queda na demanda de
0,2%, isto significa dizer que este aumento ndo afeta a demanda (ineléastica).

ELASTICIDADE e RECEITA

Suponha que a equacédo da demanda de determinado produto seja x =500—2p, com 0 < p < 250.
(@) Determine onde a demanda € eldstica, inelastica e de elasticidade unitaria em relacdo ao
preco.
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(b) Utilize o resultado obtido no item (a) para determinar os intervalos em que a funcgéo receita é
crescente, decrescente e 0 preco para o qual a receita € maxima.

(c) Determine explicitamente a funcdo receita total e utilize sua derivada para calcular os
intervalos onde a fungéo é crescente, decrescente. Determine também, o preco para o qual a
receita é maxima.

(d) Represente graficamente os trechos mais significativos da funcdo demanda e receita

Solucgéo:
(a) Para isso devemos achar ¢ = px ]; ((p)) ,
p
Como j& temos x em funcéo de p, isto é x = f(p) =500—2p — f'(p) =2, substituindo em &
-2 -2p
E = p X = ,
500-2p 500-2p
£ =1—>506#|O2 =-1—->-2p=-500+2p — 4p =500 - p =125 (demanda unitaria)
—<p

£ <1—0< p<125 (demanda inelastica)
£>1—-125< p <250 (demanda eléstica)

(b) Crescente 0 < p < 125 (onde f’(p) > 0) e Decrescente 125 <p < 250 (onde f’(p) < 0
Ponto de Mdaximo onde f’(p) = 0, isto é para p = -2 teremos R(p) = 125 Méaxima
(c) R(p)= x.p = (500-2p)(p)=500-2p> — R'(p) =500-2p, fazendo R’(p) = 0 temos o
ponto de Maximo: 500-4p =0..4p =500 = p =125

EXERCICIOS PARA SALA

1. A quantidade x e o prego p de certo produto estao relacionados pela seguinte equagdo de
demanda x=600-3p.
a) Determine a elasticidade de demanda em funcdo do preco.
b) Calcular a elasticidade de demanda de um produto A para p = RS 150,00 (interprete
o resultado)
c) Calcular a elasticidade de demanda de um produto B para p = RS 50,00 (interprete o
resultado)

2. A quantidade x e o preco p de certo produto estdo relacionados pela seguinte equacdo de
demanda x=1000—-4p.
a. Determine a elasticidade de demanda em func¢ao do preco
b. Calcular a elasticidade de demanda para p = RS 200,00
c. Calcular a elasticidade de demanda para p = RS 100,00

3. Aequacdo de demanda para certo produto é X =18 —2p?, onde x unidades sdo demandadas
guando o preco p é o prego unitario.
a) Ache o decréscimo relativo na demanda quando o preco de uma unidade é aumentado de
S2para$ 2,06
b) Use o resultado da parte (a) para obter uma aproximagdo da elasticidade-prego da
demanda em
p=2
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c) Interprete o resultado obtido.

4. Admita que a demanda x e o preco p de um certo produto estejam relacionados pela equagao
linear: x=240-2p, 0< p<120.
(a) Exprima a elasticidade da demanda em funcdo de p.
(b) Calcule a elasticidade da demanda quando p = 100. Interprete sua resposta.
(c) Calcule a elasticidade da demanda quando p = 50. Interprete o resultado.
(d) Para que preco a elasticidade da demanda é igual a -1? em termos de Economia, qual o
significado deste preco?

5. Suponha que a equagao da demanda de um determinado produto seja
x=60-0,1p, 0< p<10.
(a) Exprima a elasticidade de demanda em funcdo de p.
(b) Calcule a elasticidade de demanda quando o preco p = 200. Interprete o resultado obtido.
(c) Em que preco a elasticidade da demanda é igual a -1? O que significa este resultado?

TRABALHO - DERIVADAS - para o dia da prova

Quem quer fazer alguma coisa encontra um meio,
Quem ndo quer fazer nada, encontra uma desculpa

Pensamento Arabe.

DERIVADAS — APLICAGOES

1. Uma empresa estima que 1000x sdao gastos em propaganda, ela ird vender y unidades de um
produto, ondey =5 + 400x — 2%°.

a) Ache a taxa de variacdo média de y em relacdo a x quando a verba de propaganda é aumentada
de $10.000 para $11.000.

b) Ache a taxa de varia¢do instantdnea (ou marginal) de y em relacdo a x quando a verba de
propaganda é de $10.000

2. Suponha que H(x) unidades de um produto sejam produzidas diariamente quando x maquinas
sdo usadas, e H(x) = 2000x + 40x> — x° . Aplique derivada para estimar a variagdo na producdo diaria,
se o numero de maquinas usadas for aumentado de 20 para 21.

3. A equacdo de demanda para um certo tipo de bijuteria é x = 100 — 3p — 2p” onde x unidades s3o
demandadas quando p é o preco por unidade.

a) Ache a taxa de variacdo média da demanda em relacdo ao preco quando este é aumentado de $4
para $4,50.

b) Ache a taxa de variacdo instantanea da demanda em relagdo ao preco quando é $4.

4. A equacdo de demanda para um certo tipo de detergente é x = 1000(50 — 5p — p2 ) onde x caixas
sdao demandadas quando p é o prego por caixa.

a) Ache a taxa de variacdo média da demanda em relacdo ao preco quando este é aumentado de S2
para $2,20.

Matemdtica Aplicada Paginow 34 Professov Gillmow Bornatto- 34



EBHESIC MATEMATICA APLICADA

BUSINESSAMARKETINGSCHOOL 2 Z 6,2; Bor: ‘:
b) Ache a taxa de variacdo instantanea da demanda em relacdo ao pre¢o quando o precgo é S2.

5. A equacdo de oferta para um certo tipo de ldmpada é x = 1000(4 + 3p + p? ) onde x |dmpadas sdo
ofertadas quando p é o prego por lampada.

a) Ache a taxa de variacdo média da oferta em relacdo ao preco quando este é aumentado de $0,90
para $0,93.

b) Ache a taxa de variacdo instantanea da oferta em relacdo ao preco quando este é $S0,90.

6. Estima-se que um operdrio num estabelecimento que faz molduras de quadros possa pintar y
molduras x horas depois do inicio do trabalho as 8 horas da manh3, ey =3x+ 8x* —x°

a) Ache a taxa segundo a qual o operario esta pintando as 10 horas da manha

b) Ache o nimero de molduras prontas entre 10 e 11 horas da manha.

7. Suponha que uma pessoas possa aprender f(t) palavras sem sentido em t horas e que f(t) =
15.t® . Ache a taxa de aprendizado da pessoa apds 8 horas.

8. Uma frente fria aproxima-se do campus universitario. A temperatura é z graus t horas apds a
meia-noite e z =0,1.(400 — 40t + t*)

a) Ache a taxa de variacdo média de z em relacdo a t entre 5 e 6 horas da manha.

b) Ache a taxa de variacdo instantdnea de z em relacdo a t as 5 horas da manha.

9. Espera-se que a populacdo de uma certa cidade t anos apds 1.2 de Janeiro de 2004 seja f(t), onde
f (t) =10000 _ 4000

t+1
a) Use derivada para estimar a mudanca esperada na populacdo de 1.2 de Janeiro de 2008 a 12 de
Janeiro de 2009.
b) Ache a mudanca exata esperada na populacdo de 1.2 de Janeiro de 2004 a 12 de Janeiro de 2009.

10. Suponha que sob monopdélio a equagdo de demanda para um certo produto seja:

p =4 —0,0002x onde x unidades sdao produzidas a cada dia e p é o prego unitario. O custo total da
producdo de x unidades é de C(x) = 600 + 3x. Se o lucro didrio deve ser o maior possivel, ache o
numero de unidades que o monopolista deve produzir a cada dia, o prego e o lucro diarios.

11. Uma industria de jogos eletrénicos operando sob concorréncia perfeita fabrica e vende jogos
para computadores. A empresa pode vender a um preco de $75,00 cada, todos os jogos que
produz. Se x jogos forem fabricados por més e C(x) for o custo total mensal de producdo, entdo C(x)
= x? +25x + 100. Quantos jogos deveram ser produzidos e vendidos para que a empresa tenha um
lucro total mensal maximo? Qual é o lucro mensal maximo da empresa?

12. Um monopolista determina que se C(x) é o custo total da producdo de x unidades de um certo
produto , entdao C(x) = 20000 + 25x. A equacdo de demanda é dada por p =100 —0,02x, onde x
unidades sdo demandadas quando p € o preco unitario. Se o lucro total deve ser maximizado, ache
a) O numero de unidades que deveriam ser produzidas;

b) O preco de cada unidade;

c) O lucro maximo.

13. Uma empresa monopolista, determina que a equacao de demanda de seu produto é dada por: x
+2500p = 20000, onde x unidades sao demandadas quando o prego unitario é p. O custo de
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producio é dado por uma taxa fixa de $300,00 mais $4,00 por unidade. Se o lucro total deve ser o
maior possivel, ache:

a) O numero de unidades que devem ser produzidas;

b) O prego de cada unidade;

c) O lucro maximo que pode ser obtido.

14. Sob monopdlio, a equagdo de demanda para certo produto é p = 190 — 0,03x, onde x unidades
sdao demandadas quando o preco unitdrio é p. Se para a producdo de x unidades temos um custo
fixo de $ 50000 e um custo variavel de $40,00 por unidade, determine:

a) O numero de unidades que devem ser produzidas para se ter o lucro maximo;

b) O preco unitario para se ter o lucro maximo;

¢) O lucro Maximo.

15. Sob monopdlio, a equacdo de demanda para um certo artigo é 2x + 5p = 100, onde x unidades
sdo produzidas a um preco unitario de p. O custo total de producdo de x unidades é

1 s . :
C(x) =—x*+—x%. Ache o preco unitario e a quantidade para que o lucro total seja

3
20 100
maximizado.

16. Uma certa industria de equipamentos eletronicos estima que o custo total (em reais) envolvido
na fabricacdo de x pecas de um certo aparelho no primeiro ano de produgao serd de C(x) = 200x +
300000 e a equacgao de demanda para esse aparelho é dada por p = -0,04x + 800.

a) Encontre a funcdo Receita;

b) Determine a Receita Marginal;

c) Calcule usando o conceito de fungdo marginal a receita aproximada da venda da 50012 unidade
desse aparelho;

d) Determine a funcgao lucro;

e) Determine a funcdo lucro marginal;

f) Calcule o lucro marginal para x = 5000 e interprete o resultado obtido.

17. A demanda semanal por um certo modelo de TV-digital é igual a p = 600 —0,05x onde p denota
0 preco unitario por atacado em reais e x denota a quantidade demandada. A fungao custo total
semanal associada com a produgdo é dada por

C(x) = 0,000002x> —0,03x> + 400x + 80000 onde C(x) denota o custo total envolvido na producio de
X unidades.

a) Determine as funcdes Receita e Lucro;

b) Encontre as fungdes: Custo Marginal , Receita Marginal e Lucro Marginal;

c) Calcule e interprete o resultado C’(2000), R’(2000) e L’(2000)

18. A demanda semanal por um certo modelo de TV-digital é igual a p = -0,006x + 180 onde p
denota o preco unitario por atacado em reais e x denota a quantidade demandada. A funcdo custo
total semanal associada com a producdo é dada por

C(x) = 0,000002x> —0,02x> + 120x + 60000 onde C(x) denota o custo total envolvido na producio de
X unidades.

a) Determine as funcdes Receita e Lucro;

b) Encontre as fungdes: Custo Marginal , Receita Marginal e Lucro Marginal;

c) Calcule e interprete o resultado C’(2000), R’(2000) e L’(2000) .
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19. Uma imobiliaria responsavel pelo aluguel de apartamentos num prédio no litoral possui 100
unidades para ser alugadas. O lucro (em reais) obtido pelo aluguel de x unidades é L(x) = -10x>
+1760x — 50000.

a) Qual é o lucro real obtido no aluguel da 512 unidades?

b) Calcule o lucro marginal quando x = 50 e compara com o resultado do item (a).

20. A quantidade demandada mensal de um certo equipamento eletrénico sera relacionada com o

preg¢o unitario com a equagao p= , onde p é preco em reais e x em milhares.

0,01x* +1
a) Determine a funcdo receita ;

b) Determine a func¢do receita marginal;

c) Determine a receita real para a venda de 3 unidades;
d) calcule R’(2) e interprete o resultado.

21. Considere a equagao de demanda p =-0,02x +400, que descreve a relagdo entre o prego
unitdrio em reais e a quantidade demandada x do um determinado produto.

a) Determine funcao Elasticidade da demanda E(p).

b) Calcule E(100) e interprete o resultado.

c) Calcule E(300) e interprete o resultado.

22. Se a equacado de demanda de um certo bem de consumo é dada por:

p =4 -0,0002x , onde x unidades sdo produzidas a cada dia e p é o pre¢o unitario, determine:
a) A funcdo Elasticidade-demanda-preco;

b) A elasticidade de demanda quando p = $4,00, interprete o resultado obtido.

c) A elasticidade de demanda quando p = $3,50, interprete o resultado obtido.

d) A elasticidade de demanda quando p = $3,00, interprete o resultado obtido.

]

23. A equacio de demanda para certo produto é x = 18 -2p* onde x unidades sdo demandadas
guando p é o preco unitdrio.

a) Ache a funcdo Elasticidade-demanda-preco;

b) Calcule a elasticidade quando p = 2 e interprete o resultado obtido.

c) Calcule a elasticidade quando p = 1,5 e interprete o resultado obtido.

d) Calcule usando a elasticidade de demanda o preco maximo que pode ser cobrado pelo produto.

24. A equacio de demanda para certo produto é dada por x = 2100 — 100p> — 400p. Se o preco por
unidade é aumentado de $2 para $2,20, ache o decréscimo relativo na demanda.

Matematica Aplicadav Paginow 37 Professor Gidlmow Bornatto- 37



BHESIC MATEMATICA APLICADA

BUSINESS&MARKETINGSCHOOL .
Professor Gimar Bornalto-

INTEGRAL INDEFINIDA

Termos, Simbolos e Férmulas Importantes:

Primitiva; anti-derivada ou integral indefinida:

1. INTEGRAL INDEFINIDA:

I f(x)dx =F(x)+c, onde f(x) é a primitiva de F(x) e C é uma constante qualquer.

A funcéo f=f (x) € denominada funcao integrando;
@) I simbolo é chamado de integral;

A funcéo F = F(x) € chamada primitiva ou integral
indefinida ou antiderivada;

O simbolo dx indica a variavel que esta sendo
considerada para obtermos F'(x) =f (x) .

Regras de Integracao

n+1

X
1. Regra da Poténcia: Ix”dx = +C,paran=-1.

n+1

2. Aintegral de %: I%dx =In|x|+C, onde In =log, x (log Neperiano)
3. Regra da constante multiplicada: Ic. f(x)dx = C'.[ f (x)dx
4. Regra da Soma: [[f (x)+g()]dx=[ f(x)dx+[ g(x)dx
5. Integral de e”: I g*dx=e"+C
6. Integral por substituicao:

I g'(u)j—u =g(u)+C, onde: g(u) éa primitiva de g'(u)
X

Exemplos resolvidos:

1. Calcule as integrais indicadas:

(a) .|. (xs —3x? +i2jdx

X
Resolugéio:
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Aplicando a regra 2 temos: j x°dx —I 3x2dx +I X ~2dx , agora devemos aplicar a regra 1
(da poténcia) em cada fator:
x® x® x™ x> 451
— -3 —+—+C=—-X"——+C
6 3 -1 6 X
2 1
(b) | | 3e* +=—=x?% |dx
j X 2
Resolugdo:

= j 3exdx+j ;dx—f %xzdx= 3._[ exdx+2.j %dx—%f x2dx =

1
=3e* +2.Inx - =x*+c
6
2. Calcule as integrais indicadas usando o método da substituicao:

(a) [ 9.x* +3x+5) (2x-+3)dx

Resolucdo:

Substituindo x*> +3x+5=u = (:I_u =2X+3=>dx = , Voltando na funcao,

X 2X+3

9
(qug =_[ 9.u8du=9.%+c=u9 +e=(x2+3x+5) +c
+

[o.u® (2x+3)

Resolucdo:

. N du .
Usando o método de substituicdao , chamando x? —1=u, calculando d— = 2X, isolando dXx,
X

du o . ~ .
temos: dx = 2— (Mas, observe que se substituirmos na funcdo original, ndo haverd uma
X
simplificacdo, para simplificarmos vamos multiplicar os dois lados por 3, temos entao:

du
3.dx = 3.2—, Substituindo agora na funcdo integranda,:
X

x . ~
I —-3.— I ( Jdu =— |n|u| +C, voltando com o u temos entdo finalmente a fungdo

rimitiva: f(x :—Inxz— +cC.
p () = Infx" -1
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Exercicios sala de Aula:

Encontre o resultado das Integrais Indefinidas a seguir:

(a) J' X3/5dX: (h) J‘ (3X +2X— 5)dX: (0) J.( e’ —x\d
o) | 1 0 | x3.(2x+;jdx= o) | S =dx-

1 . 1/2 2/3 2 _
© | de: () [ (x'2=3x*"°+6)dx= ( )j[x Iixz 3}1 -
(d) [ xdx= (k) [ x(2x+1)° (1) [ (x+3).(x-4)d
T
0 [ (X2 +1)de= | )I(%_B%Jrgjdxz ) | (%%)dx:

3 2 4 3 3 —
® [ X k- (n) I( 2+mjdx= () [ 43/xdx=

GABARITO

(@ Fx :g.x“’5 +C

. 3
(i) F(x):gx5+x—+c
5 3

(a) F(x) :§—3In(x+2)+c

(b) F(x)=x+c

3/2 9X5/3
+6X+C
5

() Fo=2

2
—X——12x+c
2

(r) F(x)= 3

(c) F)=2Vx+c

2

(k) F(x)=x* +4—X3+X—+c
3 2

(s) F(x)=5.|n<x+J§)+c

(d) F(x) :%x6+c

() F(x)=3e* +c

(t) F(x):G.Inx—§+c

(e) F(x) :—%+c

3
2
(m) F(x):llnx+1+x—+c
3 X 3

(u) Fx) :3xg +c

3 4

(f) F(x):x—+x—+x+c
3 2

(n) F(x):—§+3\/§+c

2

x* X
(g) F(x)=z+7+c

(0) F(x)=4e*—x—22+c

5
+—+c
2x?

(h) F(x)=x*

(p) F(x)=10In(x+7)+c
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INTEGRAL DEFINIDA

2. INTEGRAL DEFINIDA:

A integral definida de f(x) de a até b é a diferenga

variagao liquida da primitiva, entrex=aex=b

I: f (X)dx = F(b) — F(a), onde F é a primitiva de f(x). Quer dizer: a integral definida é a

Exercicios para Sala de Aula

(@) [ (5x* - 8x* +1fx =

(f) Ill(xiz + 2xjdx =

(k) j12(4x3 +3x~* —5)dx

() [ “(Jx+x 2)dx=

(g)f(nhiz]dx:
1 X X

(1) Iog(x3 +X —7)dx =

(c) | ;30(5x - 2fdx =

(h) [ (e* ix =

(m) I:(Zx +4)dx =

(d) [(x* ~3x +1)dx

oraxtex+1
(i) L—dx

(n) J:ll(x2 —X +1)dx =

(e) [ (4+2e*)dx =

N4, 2 1 B
0. [x +?——X+5jdx_

Gabarito
(a){0} (f){-4} (k) 8,875
(b) {17/3} (g) {g+|n3} = 3,765 (1) {15/4}
(c) {1.710} (h { %.ef‘ —%}= 134143 | MBI
(d) {4/3} (i) {7,099} (n) {2,667}

(e) {2 +2e}=7,4365

() { 115, ,,7}=18,915..
6 9

3. AREA DE UMA REGIAO EM UM PLANO:

Considere a fungdo f(x) representada no grafico a seguir, a area de regido destacada,
limitada pelas retas verticais x = X1, X = X3, pelo eixo x e pelo grafico de f(x) pode ser

calculada através de uma integral, definida de x; até x,, isto é:
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AREA = f;f f(x)dx

\ f(x)

—
. AREA

v

X1 X2 X

Se fé uma fungdo continua em um intervalo fechado [a, b] e se f(x) >0 para todo
x €[a,b] entdo o nimero de unidades quadradas na area da regido limitada pela curva
y=f(x),oeixoxeasretasx=aex=b éigual:

A(X) = jb f (x)dx = F(b) - F(a)

Obs: Se f(Xx) <0 paratodo X [a,b], definimos a area da regido como:

A(X) = jb— F(X)dx = — jb f (x)dx

4. AREA ENTRE DUAS CURVAS

Se f(x) e g(x) forem continuas no intervalo [a,b], com f(x) > g(x), e A a drea da regido
limitada pelos graficos de f(x) e g(x) pelas verticais x=a e x=Db,
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y r
f(x)
— | l
| AREA ! 8(x)
/ /]/
a b X

Areazj:( f (X)— g(x))dx

Exemplos

a) Determine a drea da regido limitada pela curva y =3x? +2, asretas Xx=—1e x=3 e o

eixo X.
Solugdo: Construir o grdfico das trés fun¢ées
no mesmo plano: 23
Calcular a integral definida para o intervalo [-1,3] b
TE T A,

[ (32 +2)ax = 3.X—33 +2x= @) +2.3]- -1 +2(-1)=36

b) Calcular a drea limitada pela curva y = Xx? —4x, 0 eixox, easretas x=1 e x=3.
Solugdo: Construir os graficos:

»

T

NMWENO- 00O

Integrar a funcdo no intervalo [1,3]

2 4 5 = 7 a 9 10
rea
pedida

“\v/’
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o -] 2 ] 22

APLICAGCOES NA ECONOMIA:

1. Lucro Liquido Excedente:
Suponhamos que, daqui a x anos, dois planos de investimentos estejam gerando lucros

respectivamente segundo as taxas L, (x) e L,(X) reais por ano e que, ao longo de todos os
N anos, a taxa L, (X) seja maior que L, (X), conforme figura:

......

......

5}t I[JCR&) B B e e S i R R
1 rolouno

......

X

N
Lucro Liquido = _[ 0 [L,(x) — L, (x)]dx

2. Ganho liquido proporcionado por um equipamento industrial

41 GANHO
1 Liaupo S
25~ EXCEDENTE.. ... loon tomee T LT

N
Ganho Liq. Excedente = J-O [RZ (X) o Rl (X)]dX
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3. Curva de Demanda e propensao de gastos do consumidor

PROPENSAO
5 DE GASTOS
275 DO CONSUMIDOR

06 12 18 24 3 36 42 48 B4 B EBR 72 78 8.3\‘
X

Propensao de Gastos do Consumidor =

ono D(x)dx

4, Economia do consumidor = E.C.

-

ec.= |, [D(X) =X, x ¥, Jdx
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Exercicios aplicados

1. Suponha que a fungdo demanda de determinado produto seja: D(X) = $4.(25— xz) por

unidades.

a) Determine a economia do consumidor, se 0 preco unitario for $ 64.

Resolugdo:
Como temos o preco unitario e a fungdao demanda, devemos encontrar a quantidade

demandada, para isso, fazemos: 64 = 4(25— xz), daqui achamos que x = 3, portanto

a quantidade demanda para este preco é trés.

Agora é s¢6 integrar a fungdao demanda de 0 até 3.

XS

[ Dedx = [ (4(25-x* Jix)= 4.(25x - ?J — 264—64.3=$72,00

(b) Trace a curva de demanda e interprete a economia do consumidor com uma area.

-,
No grafico temos: Iy
7200

Gasto real do
i consumidor
e 8 64,00

a Suponha que a funcio demanda de determinado produto seja D(x) =100 — 4x? reais
(@) p q ¢ p ja D(x)

por unidade.
a) Determine a quantidade total que os consumidores disporse-ao a pagar a fim de adquirir
trés unidade do produto.

Resolugdo:
Basta fazer a integral definida de 0 a 3 da fun¢éo demanda!

3 3 3 3
[ D()dx = [ (100 4x? Jix = (100x—4.%) =1oo.3—4.% — 300 — 36 = $264,00
0 0

EXERCICIOS PARA SALA
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A fungdo receita marginal é dada por R,,;(X) =80—x+ x?. Determine:

a) A fungdo receita total;
b) A fungdo demanda.

Uma empresa sabe que o custo marginal de produc¢ao de x unidades é de
Crg = 6x* — 2x+ 200 unidade. O custo para produzir as trés primeiras unidades foi de

RS 1.200,00. Calcular o custo para produzir as 10 primeiras unidades.
A fungdo custo marginal de determinado produto é dada por C,,;(X) = 20+ 40x—6x>.0

custo fixo é de S 60. Determine:

a) A funcdo custo total;

b) A funcdo custo médio;

c) A funcdo custo varidvel. (Custo total — custo fixo)

Uma industria sabe que o custo marginal de producdo de x unidades é de

R$ 9x? —4x+300 unidade. O custo para produzir as duas primeiras unidades foi de R$

800,00. Calcular o custo para produzir as 5 primeiras unidades.
Determinar a receita referente a venda de 10 unidade de um produto x, sabendo que a

funcdo receita marginal é dada por: R (x) = 0,6x? —10x+50.

Encontre a drea limitada pela curva y = x> —3x—4, pelo eixo x, e pelas retas x =2 e

X =6.

Um fabricante calculou que o custo marginal da produgdo g unidades é de 6q +1 reais
por unidade. O custo total da primeira unidade é de RS 130,00. Qual é o custo total de
producdo das 10 primeiras unidades?

O lucro marginal de uma fabrica ao produzir g unidades é de 100 — 2q reais por unidade.
Se o lucro obtido com a produgdo de 10 unidades é de $700,00. Qual sera o lucro maximo
da fabrica?

Em uma certa fabrica, quando o nivel de produgdao mantém-se eu g unidades, o custo

. 7 2 . . e
marginal de cada uma é de 3.(q—4)’ reais. Qual sera o aumento verificado no custo total

de fabricacdo se a média de producao crescer, passando de 6 para 10 unidades?

Um estudo indica que daqui a x meses, a populacdo de certa idade crescerd a taxa de
2

5+3x3 pessoas por més. De quanto a populagdo crescera nos proximos 8 meses?
Estima-se que, daqui a t dias, a colheita de frutas de uma fazenda aumentara a uma taxa
de 0,3t? +0,6t +1 frutas por dia. De quanto aumentara o valor da colheita durante os

préximos 5 dias, se o preco de mercado permanecer constante, a $3,00 por fruta?

Depois de uma experiéncia, um certo fabricante determinou que se produzissem x
unidades de um determinado produto por semana; o custo marginal seria dado por

0,3X —11 onde o custo de produgdo é em reais. Se o preco de venda do produto é fixado

em RS 19,00 por unidade, e o custo fixo por semana é RS 100,00, encontre o lucro
maximo que pode ser obtido.

Uma industria fez uma analise de suas instala¢des de producdo de pessoal. Com o atual
equipamento e numero de trabalhadores, a industria pode produzir 3000 unidades por
dia. Estima-se que sem qualquer mudanca nas instalagOes a taxa de variacdo do nimero
de unidades produzidas por dia em relacdo a variacdo do nimero de trabalhadores
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adicionais é 80 — 6\/;, onde x é o numero de trabalhadores adicionais. Encontre a
producdo diaria, caso se admitam mais 25 trabalhadores.

Se ap6s t horas de trabalho, um operério de fabrica produz Q, (t) =60 — 2.(t —1)2

unidade por hora, ao passo que um segundo operario produz Q, =50 — 5t unidades por

hora.

a) Se ambos chegaram ao trabalho as 8h, quantas unidades o primeiro operario tera
produzido a mais que o segundo as 12h?

b) Interprete a resposta encontrada em (a) como a drea compreendida entre duas curvas
Se, aos x anos de idade, uma maquina industrial gerar receita a razdo de S

R(x) = 6025 — 10x°/ano e seus custos se acumularem a razdo de $ C(x) = 4000 + 15x°/ano:
a) Por quantos anos o uso da maquina é lucrativo?

b) Qual é o ganho liquido gerado pela maquina ao longo do periodo encontrado no item
(a)

c) Interprete a resposta encontrada em (a) como a drea compreendida entre duas curvas.
Aos x anos de uso, certa maquina gera receita a uma taxa de R(X) = 4575 —5x? reais

por ano, e acarreta custos que se acumulam a uma taxa de C(X) =1200 +10x? reais

ano.
a) Por quantos anos o uso da maquina é produtivo?

b) Qual é o ganho total liquido gerado pela maquina durante o periodo de tempo do item
acima?

Uma fabrica de brinquedos fez um estudo de eficiéncia de seus trabalhadores e chegou a
conclusdo de que a taxa a qual um brinquedo é montado por um trabalhador médio, t

horas apds iniciar seu trabalho as 8 horas da manha é de: —gtz +6t+20 para(0<t<4)

unidade/hora.

a) determine o nimero total estimado de jogos que um trabalhador médio monta nas 4
horas do turno da manha

b) Qual é o niumero total estimado de unidades que um trabalhador médio monta na
primeira hora do turno da manha? E na segunda hora?

Sejap= X —2x+24a funcdo demanda para determinado produto.
a) Determine o excedente do consumidor parap =9
b) Determine o excedente do consumidor para p = 16.

2
Sejamp=-2x+7ep = x? + 1 as fungbes demanda e oferta para determinado produto.

a) Esboce os gréficos das funcbes e determine o ponto de equilibrio;
b) Determine o Excedente do Consumidor quando o preco é de equilibrio;
c) Determine o Excedente do produtor para o mesmo preco.

Sejax = %0 — 30 a fun¢do demanda para certo produto.

a) Determine o Excedente do Consumidor quando o preco é S5;
b) Determine a funcdo receita para esse produto

Matematica Aplicadav Pagino 48 Professor Gilmow Bornatto- 48



BHESIC MATEMATICA APLICADA

BUSINESS&MARKETINGSCHOOL .
Professor Gimar Bornalto-

Matemadtica, de modo algum, sdo formulas, assim como Musica ndo sGo notas”

Jurquim

TRABALHO - entrega no dia da prova.

APLICACAO INTEGRAIS

1. Suponha que para um periodo de 5 minutos, uma secretéria possa datilografar
a uma taxa de f(x) = 75 + 10x -3x*, 0<x<5
a) Quantas palavras ela datilografa durante os 5 minutos?

b) Quantas palavras ela datilografa durante os 3 primeiros minutos?

2. Estima-se que daqui a x anos a populacdo de uma certa comunidade esteja
crescendo a uma taxa de f(x) = 400 + 100x*2. Determine o aumento da
populacdo para 0s proximos 4 anos.

3. Estima-se que nos préximos x anos a populacdo de uma certa comunidade
estara crescendo a uma taxa de f(x) pessoas por ano, dentro do prazo de 10
anos, onde:

f(x) = 200 + 350x**. Qual é o valor esperado da populacdo nos préximos 8
anos?

4. Apos x anos de uso de uma certa maquina, seu valor contabil estaré variando a
uma taxa de f(x) unidades por ano, onde: f(x) =3000x — 18000. Qual é a
depreciacao nos 4 primeiros anos?

5. Nos préximos 5 dias quantas pessoas poderao ser expostas a um certo virus se
o célculo é de que em t dias a partir de agora o virus tera se disseminado a uma
taxa de f(t) = 9t(8 — t) pessoas por dia?

6. O valor contabil de um certo equipamento esté variando a uma taxa de f(x)
unidades monetérias ao ano, quando o equipamento tem x anos de uso, e f(x) =
4000x — 60000. Determine por quanto o equipamento sera depreciado durante
0 terceiro ano.

7. Numa certa comunidade , t dias ap0s o inicio de uma epidemia, sua taxa de
crescimento é f(t) pessoas por dia, onde: f(t) = 2t.(50 -3t).

a) Quantas pessoas sao infectadas durante a primeira semana de epidemia?
b) E no oitavo dia de epidemia?

8. Numa pequena cidade um boato se espalha a uma taxa de f(t) pessoas por hora
desde seu comeco, e f(t) = 40t -3t°.

a) Quantas pessoas ouviram o boato durante as 5 primeiras horas?
b) Quantas novas pessoas ouviram o boato durante a sexta hora?

9. O gerente de um parque de diversdes espera que durante o primeiro més de
operacOes 0 nimero diério de visitantes cresca de tal forma que f(t) visitantes
sejam esperados t dias ap0s sua abertura, onde f(t) = 9800 + 40t.
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a)Em que dia é esperado o 100.000° visitante?

b) Quantos visitantes sdo esperados durante os 5 primeiros dias?

Suponha que a utilizagdo de uma certa maquina resulte numa receita a uma
taxa de R(x) unidades monetarias por més, se x meses se passaram desde a
instalacdo da maquina, e R(x) = 144 — 2x2. Além disso, vamos admitir que o
custo operacional esta variando a uma taxa C(x) unidades monetarias por més,
onde C(x) = 200 + x.

a) Por quanto tempo o uso do equipamento é rentavel.

b) Qual é o lucro liquido obtido pela utilizacdo da maquina durante o tempo
acima.

A utilizagdo de um certo equipamento gera uma receita a uma taxa de R(x)
unidades monetarias por més e um custo operacional a uma taxa de C(x)
unidades monetérias por més. Sabendo que R(x) = 1400 — 2x° e

C(X) = 200 + x* . Determine:

a) Por quanto tempo o uso do equipamento é rentavel?

b) Qual é o lucro liquido obtido pela utilizacdo da maquina durante o tempo
acima.

Quando um certo equipamento esta com x anos de uso, ela gera uma receita
total a uma taxa de R(x) = 15000 — 80x* unidades monetarias anuais. O custo
total de operacdo e manutencdo aumenta com o tempo a taxa de

C(x) = 3000 + 40x? unidades monetarias por ano.

a) Por quanto tempo o uso do equipamento é rentavel?

b) Qual é o lucro liquido obtido pela utilizacdo da maquina durante o tempo
acima.

O uso de determinada maquina x meses ap0s sua compra gera uma receita total
a uma taxa de R(x) = 11000 -3x? unidades monetérias mensais. O custo total
de operacdo e manutenc&o da maquina aumenta a uma taxa C(x) = 1000 + X
unidades monetarias mensais.

a) Por quanto tempo o uso do equipamento é rentavel?

b) Qual € o lucro liquido obtido pela utilizagdo da maquina durante o tempo
acima.

Se, daqui a x anos, um plano de investimentos estiver gerando lucro a razao de

$ L,(x) =100+ x*/ano e, um segundo plano gerando lucro a razéo de $
L,(x) =220+2x/ano:

a) Por quantos anos o segundo plano sera o mais lucrativo?
b) Qual o lucro excedente que se ganhara investindo-se no segundo plano, em
vez de no primeiro, por um periodo igual ao de (a)?
c) Interprete o lucro excedente encontrado em (b) com a area compreendida
entre duas curvas.
Admita que, aos x anos de idade, uma maquina industrial gere uma receita a

razdo de R(x) =5000—20x” reais/ano e acarrete gastos de se acumulam a

razdo de c(x) = 2000 +10x” reais /ano.
a) Por quantos anos o0 uso da maquina seré lucrativo?
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b) Qual sera o ganho liquido gerado pela maquina durante o periodo do item
()
Dada a fungdo Demanda D(x) = 2.(64— x2) reais por unidade e por unidade.
a) Determine o excedente do consumidor se o pre¢co de mercado de cada unidade
do produto for p, =$110,00 por unidade.

b) Construa a curva de demanda e interprete o0 excesso do consumidor como uma
area.
As equac0es de oferta e demanda para uma certa mercadoria sao

respectivamente, 3p> +p —x =0 e 3p + x = 32 onde p é 0 preco unitario e x
unidades é a quantidade. Determine o excedente do consumidor se prevalecer 0
equilibrio de mercado, e faga um esbogo mostrando a regido cuja area dé o
excedente do consumidor.

As equacdes de oferta e demanda para uma certa mercadoria Sao
respectivamente, 3p> +p—x =0 e 3p + x = 32 onde p é 0 preco unitrio e x
unidades é a quantidade. Determine o excedente do produtor se prevalecer o
equilibrio de mercado, e faca um esbo¢o mostrando a regido cuja area da o
excedente do produtor.

A equacdo de demanda de certa mercadoria é 100p = 2400 -20x — X°, € preco
de mercado é $ 16. Ache o excedente do consumidor e faca um esbogo
mostrando a regido cuja area o determina.

Ache o excedente do produtor para uma mercadoria cuja equacao de oferta é
2x? —300p + 900 = 0 e cujo preco de mercado é $ 9. Faca um eshoco
mostrando a regido cuja area determina o excedente do produtor.

Para um certo artigo a equagdo de demanda é x? + 100p = 2500 e o preco de
mercado é $16. Ache o excedente do consumidor (integrando em relagéo a x).
As equacOes de demanda e oferta para uma certa mercadoria sao
respectivamente

x =760 —p? e x = p?—40 . Ache os excedentes do consumidor e do produtor
se 0 mercado esta em equilibrio.
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